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Tematyka

* Metody rozwigzywania rownan przeznaczone
do implementacji komputerowej

« Zagadnienia zwigzane z obliczeniami
numerycznymi przeprowadzanymi na
wspotczesnych komputerach
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Organizacja zajecC

* Wyktad: 15h (2h co tydzien, pot semestru)
 Cwiczenia: 15h (1h co tydzien)
» Laboratorium: 15h (2h co drugi tydzien)

e Zaliczenie przedmiotu: zaliczenie wykfadu,
cwiczen i laboratorium, oceny brane z tg sama

wadda



Plan

Metody numeryczne rozwigzywania liniowych uktadoéw réwnan (2h)

Metody numeryczne rozwigzywania rownan nieliniowych i
nieliniowych uktadow rownan (2h)

Komputerowe opracowywanie wynikdw pomiarow (interpolacja,
aproksymacja) (1h)

Algorytmy przetwarzania sygnatow (1h)

Ograniczenia i korzysci symulacji komputerowej (1/2h)
Symulacja i eksperyment komputerowy (1/2h)
Oprogramowanie do obliczen i symulacji inzynierskich (4h)
Zasady tworzenia skryptow do narzedzi programowych (2h)
Dokumentacja inzynierska (1h)

Zaliczenie (1h)



Metody numeryczne rozwigzywania
linlowych uktadow rownan

* Metoda eliminacji Gaussa
 Metoda rozktadu LU

- algorytm Crouta
- algorytm Doolittla



Metoda eliminacji Gaussa

» Efektywna metoda rozwigzywania uktadow
rownan liniowych

« Wymaga w przyblizeniu n°/3 mnozen. Np. dla
n=10 daje to 333 mnozen

* Dla porownania, metoda Cramera wymaga
w przyblizeniu 2(n + 1)! mnozen. Dla n=10 daje
to 79 833 600 mnozen



Metoda eliminacji Gaussa
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Etap I. eliminacja w przod
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Etap Il: podstawienie wstecz
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Metoda eliminacji Gaussa - przyktad
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Metoda eliminacji Gaussa - przyktad
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Metoda eliminacji Gaussa - przyktad
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Metoda eliminacji Gaussa - przyktad
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Metoda eliminacji Gaussa - przyktad
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Metoda eliminacji Gaussa - przyktad
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Metoda eliminacji Gaussa - przyktad
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Metoda eliminacji Gaussa - przyktad
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Metoda eliminacji Gaussa - przyktad
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Metoda eliminacji Gaussa - przyktad
(10)




Metoda eliminacji Gaussa

 Podczas wyznaczania rozwigzania nie jest
wyznaczana macierz odwrotna

 Jesli zachodzi potrzeba wyznaczenia macierzy
odwrotnej, mozna to zrobiC za pomoca
eliminacji Gaussa poprzez dopisanie do
macierzy A macierzy jednostkowej | wykonanie
algorytmu jak poprzednio.

« Wymaga to n® mnozen



Metoda eliminacji Gaussa

 Jesli podczas wykonywania algorytmu okaze
sie, ze element przez ktorego odwrotnosc
nalezy mnozycC (czyli dzieli¢ przez) ma wartosc¢
0 (lub nawet wartos¢ bezwzgledng bardzo matag
W porownaniu z pozostatymi) nalezy
przeprowadziC zamiane wierszy tak, aby
uzyskac element o duzej wartosci. Aby
zapewnic duzg doktadnosc, nalezy zawsze
zamieniacC wiersze (mozna rowniez kolumny)
przed kazdym mnozeniem.



Metoda eliminacji Gaussa - przyktad
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Metoda eliminacji Gaussa - przyktad

(2)
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Rozktad LU
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Zastosowanie rozktadu LU

Ax= LUx=p Ly=p (a)
i e[
Ux=y Ux=zy (b)




Algorytm Crouta
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Algorytm Crouta
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Rozktad LU - przyktad



Rozktad LU - przyktad
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Rozktad LU - przyktad
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Rozktad LU - przyktad
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Rozktad LU - przyktad
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Rozktad LU - przyktad
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Rozktad LU - przyktad
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Rozktad LU - przyktad
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Rozktad LU - przyktad

> 0o o] [13°
I =1 0 |y=|3
4 -6 -3] |8

2 0 0 13
I -1 0 3
4 -6 -3 8




Rozktad LU - przyktad
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Rozktad LU - przyktad
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Rozktad LU - przyktad




Rozktad LU - przyktad
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Rozktad LU - przyktad
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Algorytm Doolittle’a rozktadu LU

Dana jest macierz A. Wyznaczamy Q:

W=

Przepisz do Q pierwsza kolumne z A
W 1-szym wierszu dziel el. niediagonalne przez diag.

. Od elementu o wsk. (i,j) {dla i>1, j>1} odejmij

iloczyn elementéow o wsk. (i,1) i (1,))

. Jezeli liczba_kolumn(wierszy)>=2 oznacz te

podmacierz jako A, idz do 1

. STOP
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Metoda iteracji prostej
(metoda punktu statego)

Dla réwnania x = 4 - 2x3 = F(x) szukamy x = x*
spetniajgcego to rownanie
(x*=1,641)

Ogodlna postac: F(x) =X

Przyjmujac np. x0=10 mamy F(x0)= -0,3089 £ x , ale jest to

blizej szukanego rozwigzania. Przyjmujac x_ =F(x0) mamy

F(x )=5,3519=x . Dalej F(x )=0,5016=x itd.:

x,=2,4109  x=16785  x =16430  x =1,6411

x=1,3182  x=1,6231  x =1,6400  x_=1,6409

x=1,8071  x =1,6496 x =1,6414  x =16410
x=1,5639  x =1,6369  x =1,6408  x =16410

N

n

(&N

N



Metoda iteracji prostej

(metoda punktu statego)
Algorytm:
Wybierz wartosc¢ poczatkowa x,

X) = F(xo)
Xy = F(xl)
X3 = F(xz)
’xn+1 - F(’xn)
Jezeli X, ~x <& STOP




Metoda iteracji prostej -
Interpretacja geometryczna




Metoda iteracji prostej - brak
zbieznosci

/ F(x)



Metoda iteracji prostej - punkt
nieosiggalny




Metoda iteracji prostej
dla uktadu rownan

X = F(x)
x. =Flx,), k=012,

Iimx= x*
ko



Metoda Newtona-Raphsona

Chcemy rozwigzac rownanie:

Potrzebujemy takiego F(x), dla ktorego rozwigzanie x*
rownania F(x) = x jest jednoczesnie rozwigzaniem (a)



Metoda Newtona-Raphsona

Mozna np. przyjac:
F(x)= x- K(x) f(x] (b)

gdzie K(x) jest dowolng macierzg n x n

Wtedy rownanie ma postac:

X - K(x)f(x) =x

Kazde x*, ktore jest rozwigzaniem réwnania (a), jest punktem
statym F(x), poniewaz:

L= F(x*) = x*-K(x*) 0= x* p=x" =P



Metoda Newtona-Raphsona

Jednoczesnie, jezeli x = x* jest punktem statym dla
F(x) i jezeli K(x) jest macierzg nieosobliwg dla
dowolnego punktu statego F(x), to x* jest
rozwigzaniem rownania f(x)=0

X*= x*- K(x*) f(x*)

K(x*)f(x*):() DK'I(X*) o f(x*)=0



Metoda Newtona-Raphsona

Proces zbieznosci zaleze€ bedzie od przyjete] macierzy K.

Mozna np. przyja¢: K(x)= J'(x)
ofi(x) aAlx) Al
0x, 0x, 0,
of(x) anlx) sl
J(X): 0x, 0x, 0%,

AL AC AL

0x, 0x, 0x,




Metoda Newtona-Raphsona

Rownanie (b) w postaci iteracyjnej:

F(Xj) - X7 K(xj)f(xj) - X

AR

Jest to rownanie metody Newtona-Raphsona



Metoda Newtona-Raphsona




Metoda Newtona-Raphsona




Metoda Newtona-Raphsona -
przyktad
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Metoda Newtona-Raphsona -

przyktad
o
F(x)=|?% %1 pry)=0
X +3x,
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Metoda Newtona-Raphsona -

X nast~
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Algorytm Newtona-Raphsona dla
uktadu n rownan




Algorytm Newtona-Raphsona dla
uktadu n rownan

Rozwijamy funkcje wielu zmiennych
w szereg Taylora wokot punktu x0):

(/)

]Fi(xvxz“.xn): in(xl(f),xéf),...x’gf))+ l( ) X:X(j)(xl_ A )+

0x,
0f, . 0f, .
t {;}Ej) cexl/ (xz - ng))Jf f {;’)Ej) ; X(J)(‘xn - X,(/))Jf
2
+ 1 ¢ fz(X) x:x(j)(xl_ xfj))z dlai=12,n

2! dx7



Algorytm Newtona-Raphsona dla
uktadu n rownan

Podstawiamy x = x0*1:

]pi(xl(ﬁl)’x(zﬁl).._x£j+l)): ]fi(xl(J'),xéj)’,,,x’gj))Jr 6];.(3() ) ])(xl(ﬁl) xl(j))+
x, 7
JU ), e ),
ox, x, =X
2
s Lo fz(x) X:X(j)(xfju)_ xl(j))2 dlai=12,n




Algorytm Newtona-Raphsona dla
uktadu n rownan

Jezeli jestesmy ,blisko” rozwigzania, pomijamy
wyrazy wyzszych rzedow:

fl(x(ﬁl)): fi(X(J))Jr a](;z)(:) o (x1(]+1) i} xl(J)).|.
. 0?)5)() o (x(2j+1) ) x(zj))+ ; a{;}iX) i (ij+1) _ xi]))
2 n

dlai=1,2,---n



Algorytm Newtona-Raphsona dla
uktadu n rownan

Jezeli x0*1 jest juz rozwigzaniem naszego réwnania,
czyli f(xi*1) = 0, to:

J(X(j)) (X(j+1) ) X(j)) - _f(x(j))




Symulacja | eksperyment
komputerowy

« Symulacja komputerowa - metoda odtwarzania
zjawisk zachodzgcych w swiecie rzeczywistym
(lub ich niektorych wtasciwosci i parametrow)
Za pomocg ich zmatematyzowanych modeli,
definiowanych i obstugiwanych przy uzyciu
programow komputerowych; wykorzystywana
do wnioskowania o przebiegu tych zjawisk |
procesow, ktorych bezposrednia obserwacja
jest niemozliwa lub zbyt kosztowna. -
Encyklopedia PWN



Zalety symulacji komputerowej

« Koszt - nie ma potrzeby budowy rzeczywistego
uktadu, nic nie moze ulec zniszczeniu

» Czas - symulacja jest metodg szybszg niz
konstrukcja uktadu (cho¢ sam proces symulacji
moze bycC dtugotrwaty)

* Modyfikowalnosc - zasymulowany uktad tatwo
jest zmienic

* Latwosc i roznorodnosc analiz - niektorych
analiz wrecz nie da sie sensownie zrealizowac
w uktadzie rzeczywistym



Zalety symulacji komputerowej

* Wiedza - mozliwosc¢ wszechstronnego zbadania
uktadu w roznych warunkach pracy,
Zrozumienia jego dziatania, mozliwosc
sledzenia zmian normalnie zbyt szybkich do
uchwycenia, fatwiejsze znajdowanie btedow

* Alternatywa dla rozwigzan analitycznych - w
duzych systemach mogg bycC one nieosiggalne

* Postprocessing - wygodna prezentacja
wynikow, np. w postaci graficznej



Wady symulacji komputerowej

 Poprawnosc¢ wynikow scisle zalezy od
poprawnosci modelu

- modele o0 matej ztozonosci (np.
aproksymujgce dziatanie przyrzadu
parametryzowanymi rownaniami) moga:

* nie uwzgledniac¢ pewnych zjawisk, a w rezultacie dawac
duze btedy w nietypowych sytuacjach

* byC nieprawdziwe poza zatozonym obszarem pracy

 byC trudne w modyfikacji przy modyfikacji przyrzgdu
(postepie technologicznym itp.)

* bezpodstawnie zaktadac ze wystarczajgca jest symulacja
jednodomenowa

* mieC problemy ze stabilnoscig



Wady symulacji komputerowej

- modele o duzej ztozonosci (np. wielodomenowe
modele wykorzystujgce metode elementow
skonczonych) moga:

* byC zbyt skomplikowane aby umozliwi¢ symulacje
uktadow w rozsgdnym czasie

e mieC ogromne wymagania pamieciowe
» byC bardzo praco i czasochtonne w przygotowaniu
* mieC problemy ze stabilnoscig
* Prawidtowe zaprojektowanie symulacji moze
byC trudne

 Rozrzut parametrow moze podwazyc wyniki
symulacji



Wady symulacji komputerowej

* |nterpretacja wynikow ostatecznie jest
pozostawiona czynnikowi ludzkiemu

» Ograniczenia systemow komputerowych (np.
ograniczona precyzja liczb) moga przektadac
sie na ograniczenia symulacji



Eksperyment komputerowy

* Eksperyment komputerowy - eksperyment
przeprowadzany w catosci przy uzyciu
symulacji komputerowe]

* Moze stuzycC np.:

- testowaniu hipotez

- przygotowywaniu bagdz analizie rzeczywistych
eksperymentow

- weryfikowaniu rozwigzan uproszczonych

- projektowaniu bgdz przeprojektowywaniu urzgdzen
| uktadow



Podziat modell

 Modele mozna dzielic np. na:
- liniowe I nieliniowe
— deterministyczne i probabilistyczne
- statyczne | dynamiczne
- ciggte | dyskretne
- 0 parametrach skupionych badz roztozonych
- Jedno | wielodomenowe



Oprogramowanie

 Modele tworzy sie | symuluje z wykorzystaniem
oprogramowania

* Oprogramowanie moze byc:
- jezykiem programowania (np. Simula)

- 0golnego przeznaczenia z elementami
specjalizowanymi (np. Matlab)
- opracowane pod katem konkretnej dziedziny, np.
symulacji uktadow elektronicznych:
e Spice
* Eldo
« Saber



Komputerowe opracowywanie
wynikow pomiarow

* Oprocz sytuacji gdy symulacje sg
przeprowadzane catkowicie przy uzyciu
komputera, czesto zachodzi potrzeba
wprowadzenia rzeczywistych danych
pomiarowych

* Aby maksymalnie wykorzystac zawarte w nich
informacje, praktycznie zawsze konieczna jest
jakas forma wstepnego przetworzenia



Komputerowe opracowywanie
wynikow pomiarow
 Moze ono zawierac np.:

- usuwanie wartosci btednych
— uzupetnianie wartosci brakujgcych

— filtrowanie (np.
gorno/dolno/pasmowowprzepustowe)

- wygtadzanie

- przewidywanie wartosci przysztych, odtwarzanie
historycznych

- decymacje
- dyskretyzacje



Aproksymacja I interpolacja

* Sg metodami przy uzyciu ktorych znajduje sie
krzywa f(x), opisang rownaniem (rownaniami)
analitycznym, na podstawie zbioru punktow

* Punkty mogg pochodzi¢ np. z pomiaru
rzeczywistego procesu

 Celem moze by¢ np. tatwosc dalszej
analizy/przetwarzania, weryfikacja hipotez
dotyczacych charakteru zjawiska, wygtadzanie,
przewidywanie, uzupetnianie wartosci
brakujgcych itd.



Aproksymacja I interpolacja

* Aby przeprowadziC aproksymacje badz
interpolacje, nalezy przyjac¢ jakas postac funkcji,
mozliwg do parametryzacji (np. wielomian,
wielomian uogdlniony)

 Roznica miedzy aproksymacja a interpolacja
polega na wymaganiu dotyczgcym
przechodzenia krzywej przez dane punkty:

— aproksymacja nie wymaga przejscia przez dane
punkty

- Interpolacja wymaga przejscia przez dane punkty



Aproksymacja

e Zadanie:

- majgc n punktow (par wartosci) (x, y)dlai=1,...,n

- znalezc¢ funkcje postaci f(x, 5), gdzie f jest

wektorem m parametrow, m < n

- tak aby zminimalizowac btad S= Z r; , gdzie
r=y—f(x,B) jestbtedem aproksymaCJl dla

pojedynczego punktu



Aproksymacija

 Zadanie to mozna rozumiec jako probe
przyblizonego rozwigzania rownania o postaci

X B=y

przy czym liczba wierszy X jest wieksza niz
liczba kolumn

» kazdy wiersz X odpowiada jednemu
narzuconemu punktowi

» kolejne wartosci w wierszu to wartosci
kolejnych sktadowych wielomianu



Aproksymacja

« Jest to metoda najmniejszych kwadratéw (LSQ)

* Zadania aproksymacyjne mozna podzieli¢c na
dwie kategorie:

- liniowe
- nieliniowe
« Zadanie liniowe ma rozwigzanie analityczne,

zadanie nieliniowe rozwigzuje sie numerycznie,
metodami iteracyjnymi



Linlowa metoda najmniejszych
kwadratow (LLSQ)

* LinlowoscC nie oznacza, ze metoda nadaje sie
jedynie do liniowych funkciji, a tylko ze funkcja
jest liniowa wzgledem parametrow /

* Funkcja ma wiec postac: f(x,B)=2 X.b;,
j=1
gdzie X] jest funkcjg x (w tym funkcjg nieliniowa,

statg itd.)



Linlowa metoda najmniejszych
kwadratow (LLSQ)

* Aby znalez¢ minimum funkcji btedu, nalezy
znalezcC punkt dla ktorego pochodne czgstkowe
po wszystkich parametrach majg wartosc O

 Pochodne czgstkowe wyrazajg sie wzorem

oS Zn: or,

ri
5B, S 5B

. Poniewaz r.=y,—2. X,b, pochodna we
j=1

or,
=—X.
5[3]. J

wzorze powyzej ma postac



Linlowa metoda najmniejszych
kwadratow (LLSQ)

* Podstawiajgc do wzoru na pochodng czgstkowa
funkcji btedu i przyrownujac do 0 mamy

n

~ 16[3 -

yz ZszB )X =0

* Po uporzadkowaniu otrzymujemy

ZZXXZk'Bk ZXl]yl

i=1 k=1



Linlowa metoda najmniejszych
kwadratow (LLSQ)

* \W postaci macierzowey:
(X" Xx)B=Xx"y

 Rozwigzanie wzgledem B daje poszukiwane
wspotczynniki



Linlowa metoda najmniejszych
kwadratow (LLSQ) - przyktad

» Znalez¢ wspotczynniki funkcji aproksymujgcej
nastepujgce punkty:
1,2, 2,4, 3,8, 4,18; 5,27

» Przyjac funkcje postaci f(x)=p_x*+B_x+B.



Linlowa metoda najmniejszych
kwadratow (LLSQ) - przyktad

» Uktad rownan: » Odpowiadajgca mu
B 1248 148 =2 macierz X:
3 2 1 | |
BB 24 4 2
B 3B 3+p =8 90 3
B A+ A+ =18 16 451

B.5*p 5+p =27 25



Linlowa metoda najmniejszych
kwadratow (LLSQ) - przyktad

e | ewa strona: X’ X=

979 225 55

225 55 15

55 15 5
« Prawa strona: X'y=

1053

241

59
 Rozwigzujgc otrzymujemy f=
1.4286

-2.1714

2.6



Linlowa metoda najmniejszych
kwadratow (LLSQ) - przyktad

* Poszukiwane rownanie ma wiec postac
fx) =1.4286x7-2.1714x + 2.6

/

10




Linlowa metoda najmniejszych
kwadratow (LLSQ) - przyktad

« W Matlabie aproksymacje wielomianem
dowolnego stopnia mozna przeprowadzic
przy pomocy funkcji polyfit

 Argumentami sg wspotrzedne x punktow,
wspotrzedne y punktow, stopien wielomianu

octave-3.0.0.exe:7> x=[1 2 3 4 5];
octave-3.0.0.exe:8> y=[2 4 8 18 27];
octave-3.0.0.exe:9> p=polyfit(x, vy, 2)

p:

1.42860 -2.1714 2.0000



Linlowa metoda najmniejszych
kwadratow (LLSQ)

* Przy stosowaniu aproksymacji nalezy
dobrac stopien ztozonosci funkcji
aproksymujgcej (np. stopien wielomianu):

- skomplikowana funkcja moze zapewnic
mniejszy btgd aproksymacji (bedzie przebiegac
blize] punktow), ale

- moze mie¢ duzo zafalowan i ma mniejszg
zdolnosc¢ “uogolniania” (np. ignorowania
btednych pomiarow)



Interpolacja

 Interpolacja moze zostacC uzyta do znalezienia
wartosci (funkciji, hipotetycznego pomiaru) dla
argumentu dla ktorego nie posiadamy tej
wartosci

 |Interpolacja dotyczy znajdowania wartosci dla
argumentu znajdujgcego sie pomiedzy
argumentami dla ktorych wartosci sg znane

» Jesli szukamy wartosci dla argumentu poza tym
przedziatem, jest to ekstrapolacja

» Czesto interesujgcy nas obszar dzieli sie na
mniejsze | interpoluje osobno



Interpolacja liniowa

» Najprostsza (nie liczgc interpolacji odcinkami

statej) metoda

* Polega na przeprowadzeniu prostej przez dwa
najblizsze znane punkty

* \Wartosci dla dowolnego argumentu odczytuje
sie jako wartosc funkcji liniowe;

octave-3.0.
octave-3.0.
octave-3.0.
octave-3.0.

O o oo

O O o o

.eXel
.EeXel
.EXEe
.eXel

12> x=[1 2 4 6 8 9];
13> y=[2 4 5 3 -1 -6];
14> plot(x, V)

15> plot(x, y, '-o'")



%]

Interpolacja liniowa

L,

fud
L3
1.3
tn
o

-1
cn



Interpolacja wielomianowa

« Koncepcja bardzo podobna do aproksymacii,
tyle, ze liczba punktow jest rowna stopniowi
wielomianu pomniejszonemu o 1.

- liniowa: 2 punkty - 2 rownania, wielomian 1
stopnia,2 niewiadome

- kwadratowa: 3 punkty - 3 rownania, wielomian 2
stopnia, 3 niewiadome

- szescienna: 4 punkty - 4 rownania, wielomian 3
stopnia, 4 niewiadome

- Itd.



Interpolacja wielomianowa

* Liczba rownan odpowiada liczbie
niewiadomych, jesli wsrod przyjetych punktow
nie ma punktow o identycznych odcietych,
uktad rownan jest oznaczony i mozna otrzymac
wspotczynniki wielomianu interpolujgcego



Interpolacja wielomianowa -
przyktad

* Znalez¢ wielomian interpolujacy dla zbioru
punktow:
1,2; 2,-3; 3,-5;, 4,9

* 4 punkty, czyli wielomian 3 stopnia:
J)=B X +BX+P X+,

 ROwnania:
B UL 1+ 1+f =2
B2 +B2°+p 2+f =-3
B3 +B 3+ 3+ =-5
BA+L A +S 4+S =9



Interpolacja wielomianowa -
przyktad

* Macierzowo:

Xp=y

« X=1 1 1
8§ 4 2
27 9 3
64 16 4

 Rozwigzujgc wzgledem p otrzymujemy:

p=-3, 5 =14.3333, f =-11.5,  =2.1667




Interpolacja wielomianowa -

20
40

30

10

przyktad




Interpolacja wielomianowa -
problemy (efekt Rungego)

e Zadanie:

- przeprowadzic interpolacje wielomianowg funkcji
1/(1+25x%) w przedziale <-1; 1>

- jako punkty interpolacyjne przyjac kolejno 6, 101 20
rownomiernie roztozonych punktow

* W efekcie przeprowadzona zostanie
interpolacja wielomianami 5, 91 19 stopnia



Interpolacja wielomianowa -
problemy (efekt Rungego)




Interpolacja funkcjami sklejanymi
(spline)

e Funkcja sklejana: S:|a,b|—R
sktada sie z wielomianow p . [fz» fm)—*'R
gdzie a=t,<t,<--t, ,<t,_ ,=b

* Punkty 1 nazywane sg weztami

* Inacze]: S(¢)=P,(1),t,<t<t,
S(t)=P,(t),t, <t<t,

S(t)=P,_,(1), t,_,<t<t,_,



Interpolacja funkcjami sklejanymi
(spline)

» Jesli wszystkie wielomiany sg stopnia co
najwyzej n, funkcja sklejana jest stopnia co
najwyzej n

* W weztach wartosci funkcji “wczesniejszej” |
“poOzniejsze]” sg sobie rowne

 Zwykle wymaga sie tez rownych wartosci
pochodnych



Interpolacja szesciennymi funkcjami
sklejanymi
* Funkcje sg funkcjami szesciennymi
* WW weztach wymagana jest rownosc funkcji oraz
pierwszej | drugie] pochodnej
» Jesli mamy n+1 punktow (n wielomianow) to:

— potrzebujemy 4n parametrow (po 4 dla kazdego
szesciennego wielomianu)

- mamy n+1 warunkow z wtasnosci interpolacyjne;
(przechodzenie funkcji przez dane punkty)

- mamy 3(n-1) warunkow z rownosci funkcji |
pochodnych dla punktow “wewnetrznych” (bez
punktow skrajnych)



Interpolacja szesciennymi funkcjami
sklejanymi
W sumie mamy n+1 + 3(n-1) = 4n-2 warunkow |
4n parametrow - brakuje 2 warunkow
» Mozna przyjac np. §"(x )=S"(x )=0 - jest to tzw.
naturalna szescienna funkcja sklejana



Interpolacja szesciennymi funkcjami
sklejanymi - Matlab

* W Matlabie interpolacje mozna uzyskac funkcjg
interp1(X, Y, XI, METHOD)

 Argumentami s3:
X: dane argumenty
Y: wartosci funkcji dla danych argumentow
Xl: argumenty w ktérych ma byC wyznaczona
funkcja
METHOD: sposob interpolaciji, np. linear, spline



Interpolacja szesciennymi funkcjami
sklejanymi - Matlab

xf=[0:0.05:10],;, %gdzie okreslic funkcje
xp=[0:10]; $gdzie znamy wartosci funkcji
vp = sin(2*pi*xp/5); %znane wartoséci

lin=interpl (xp, yp,xf); %interpolacja liniowa
spl=interpl (xp, yp, xf, 'spline'); S%Ssklejana

vEf = sin(2*pi*xf/5); %dla porownania

plot (xf,vyt,"r",xf,1lin,"g",xt,spl, "b");



Interpolacja szesciennymi funkcjami
sklejanymi - Matlab




Sygnaty

» Sygnat - dowolna wielkos¢ zmieniajgca sie w
czasie lub przestrzeni

* W praktyce wszystko co jest mierzalne moze
byC potraktowane jako sygnat

* \W celu przetwarzania sygnaty sg zwykle
konwertowane na inne sygnaty, tatwo
poddajgce sie obrobce, np. sygnaty elektryczne

» Ostatecznie czesto sygnat przybiera forme
reprezentacji matematycznej



Podziat sygnhatow

» / czasem ciggtym badz dyskretnym
« Z wielkosciami ciggtymi bgdz skwantowanymi
* Analogowe, cyfrowe



Kwantyzacja

Proces przyblizenia wartosci ciggtych poprzez
skonczong liczbe wartosci

Moze rowniez stuzycC do przyblizania wartosci
reprezentowanych przez skonczong, ale duza,
liczbe wartosci poprzez mniejszg liczbe
wartosci

Zawsze prowadzi do straty informac;i
Pojawia sie btad, zwany btedem kwantyzacji



Dyskretyzacja (probkowanie)

* Probkowanie jest przeprowadzane poprzez
pomiar sygnatu ciggtego w rownomiernych
odstepach czasu-co T

* T jest okresem probkowania
» =1/T to czestotliwos¢ probkowania

* Musi byC spetnione twierdzenie Nyquista-
Shannona



Twierdzenie Nyquista-Shannona

* Sygnat analogowy moze byc¢ idealnie
odtworzony z probek (sygnatu sprobkowanego)
jesli czestotliwosc¢ préobkowania przekraczata
dwukrotng maksymalng czestotliwosc¢ sygnatu
wejsciowego

* Sygnat moze by¢ odtworzony przy pomocy
wzoru interpolacyjnego Whittakera-Shanona:

o0

x(1)= ) x[n]-sinc( t_;lT)

n——aoo

gdzie

sin (1T x)

sinc(x)=
T X



Probkowanie

 Twierdzenie to oznacza, ze tylko sygnaty o
ograniczonej czestotliwosci mogg byc idealnie
sprobkowane

« Zaden sygnat o ograniczonym czasie trwania
nie ma ograniczonej czestotliwosci

 Jesli twierdzenie Nyquista-Shannona nie jest
spetnione, mamy do czynienia z aliasingiem

* W praktyce stosuje sie filtry dolnoprzepustowe
przed probkowaniem sygnatu



Kwantyzacja

* Dopuszczalny zakres wartosci wejsciowych
dzieli sie na skonczong liczbe przedziatow N

» Granice miedzy przedziatami to poziomy
decyzyjne, jest ich N-1

* \Wartosc wejsciowa nalezgca do danego
przedziatu jest zastepowana przez tzw. poziom
reprezentacji - moze byc to np.:

- gorna wartosc przedziatu
- dolna wartosc¢ przedziatu

- wartosc¢ srodka przedziatu



Kwantyzacja

 Typowym przyktadem jest kwantyzacja liniowa

 Moze bycC opisana rownaniem
O(x)=g(floor (f (x)))

« Wartos¢ i=floor(f(x)) jest nazywana

indeksem kwantyzacji | to wtasnie ona jest
zwykle wynikiem procesu kwantyzacji



Kwantyzacja

 Typowymi przyktadami kwantyzacji liniowej jest:
- kwantyzacja stata w zerze
- kwantyzacja ze skokiem w zerze

A A




Kwantyzacja

* Przyjmujgc reprezentacje na M bitach wartosci
wejsciowej z przedziatu od -1 do 1 otrzymujemy
wzory na kwantyzacje:

- statg w zerze

— ze skokiem w zerze o(x)=2%"



Probkowanie | kwantyzacja w
praktyce

* \W praktyce stosuje sie przetworniki analogowo-
cyfrowe

* Realizacje praktycne odbiegajg od zatozen
teoretycznych:

- brak idealnych filtrow antyaliasingowych

- niezerowy czas probkowania

- niestatosc¢ okresu (czestotliwosci) probkowania
— ograniczone szybkosci narastania

- nieliniowosci uktadow



Droga

Definicja 1: Droga

Zbior krawedzi b1, b2, ..., bn W grafie niezorientowanym Gp,
jest nazywany droga miedzy wierzchotkami Vj | Vi jezeli
krawedzie te mogg by¢ uporzagdkowane w ten sposob, ze:
« krawedzie kolejne bj i bj+1 majg zawsze wspdlny
wierzchotek

« zaden wierzchotek w Gp, nie jest wierzchotkiem wiecej niz 2
krawedzi zbioru

. Vj jest wierzchotkiem doktadnie jednej krawedzi zbioru oraz
V jest rowniez wierzchotkiem doktadnie jednej krawedzi
Zbioru.






Graf spojny

Definicja 2: Graf spojny

Niezorientowany graf Gp, jest grafem spéjnym, jezeli istnieje
droga miedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami grafu. Sie¢ N
lub graf zorientowany Gy sg spojne, jezeli zwigzany z nimi
graf Gp, jest spgjny.






CyKkl

Definicja 3: Cykl (obwod)
Podgraf Gg grafu Gp, jest nazywany cyklem, jezeli:
« Gg jest spojny

« kazdy wierzchotek w Gg ma doktadnie dwie powigzane z
nim krawedzie






Drzewo

Definicja 4: Drzewo
Podgraf Gg grafu spojnego Gp, jest nazywany drzewem T,
jezeli:

« Gg jest spojny

« Gg zawiera wszystkie wierzchotki G,

« Gg nie zawiera cyKli

 Krawedzie ktore nalezg do drzew T nazywane sg
krawedziami drzewa, pozostate - krawedziami
przeciwdrzewa (cieciwami)

« Whniosek: jesli G zawiera n wierzchotkow, to drzewo
zawiera doktadnie n-1 krawedzi.



Macierz incydencj

Definicja 5: Macierz incydenciji /" 5

Dla grafu zorientowanego G4 zawierajgcego n wierzchotkow i
b krawedzi definiujemy macierz incydenciji jako macierz o
wymiarze n X b Aa=[aij], przy czym:
« ajj = 1 jezeli krawedz j jest potgczona (incydentna) z i-tym
wierzchotkiem i skierowana od wierzchotka
» ajj = -1 jezeli krawedz j jest potgczona (incydentna) z i-tym
wierzchotkiem i1 skierowana do wierzchotka
» ajj = 0 jezeli krawedz | nie jest jest potgczona (incydentna)
Z i-tym wierzchotkiem.



1
0 -1

0




| prawo Kirchhoffa

e | - wektor prgdow o wymiarze b x 1, kolejnosc pradow w
tym wektorze odpowiada kolejnosci kolumn w macierzy /4

| prawo Kirchhoffa w odniesieniu do wszystkich weztow ma
postac /-l = U.

* Ten uktad rownan jest liniowo zalezny, kazde rownanie
wynika z n-1 pozostatych rownan.

Twierdzenie 1

« Maksymalny ukfad niezaleznych réwnan wynikajgcych z
| prawa Kirchhoffa dla weztow spdjnej sieci N moze bycC
przedstawiony w postaci /-l = U, gdzie / to zredukowana
macierz incydencji






Transformacja weztowa

Wybierajgc n-ty wierzchotek grafu jako
wierzchotek odniesienia, mozna zapisaC wektor
potencjatow weziowych jako:

Un = [U1n u2n - Un-1)nl"

wowczas u = ATun - zaleznosc fgczaca napiecia
gateziowe | potencjaty weztowe.



Transformacja weztowa

1 —1 O uln_u2n ua

O 1 O -l/l uzn ub

1 0 -1 " lu, —u u

Al -y = —| %1 “3n|=| “c
“n 0 0 1 Zzn U, u,

O 1 _1 ) n u2n_u3n Z/le

_—1 0 0 | —u, u,




Metoda potencjatow weztowych




Metoda potencjatow weztowych




Metoda potencjatow weztowych

0 [ o 0 d Lo 0
u:%ll MZ .o ub% l: Hll 12 e oo le
| D [El L, Eb]T J = [Jl /5 Jb]T
u- [ul U, “b]T 1- [ll I lb]T




Metoda potencjatow weztowych

u-u- E (1)

i=1-J (2)

Aiz0 (3) a-la] |

Ali-J)= 0 Aiz AJ  (4)



Metoda potencjatow weztowych -
opis elementow



Metoda potencjatow weztowych -
opis elementow

0 Oy v o Y U0y

fizf _ fJ’21 Vo 77 yzbf fuzf

Ty0 Vet Voo 0 Ve D M0
Rezystancje: Zrodta sterowane:
_501 dla a £tk _DO dla 0%
yka_iRk dla 0 =k Vi %g@- dla 0 = j




Metoda potencjatow weztowych -
rownanie

i=Yu (5

AY,u= AJ

]
poniewaz u-u-E

0

AY,[ut+ E[= AJ

]
czyli  AY, u-= A(J - YbE) (6)



Metoda potencjatow weztowych -
rownanie

N |
Transformacja weztowa: u- A u.

AY,A")u, = A(J- V,E)| @




Metoda potencjatow weztowych -
przyktad

2()

8ur Ur
4+—

e &

1/3 Q




Metoda potencjatow weztowych -
przyktad




Metoda potencjatow weztowych -

przyktad
100 1 1 0
. A:fO 1 0 -1 -1 1
0 01 0 0 -1




Metoda potencjatow weztowych -
przyktad

S O O O O O

o\

Q)
S
S
S
S
S
-
-

0 0 0 0 10 O

0O 0 0 0 0 8

b -



Metoda potencjatow weztowych -
przyktad

| 1 [
~N N
ek
| L1 [ 1
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Metoda potencjatow weztowych -
przyktad

125 -2 -85
Y =AY, A'=[-10 10 5
-05 1 -05

40
J =AJ-Y,E)=[-23
5

- —




Metoda potencjatow weztowych:
siecl linlowe, wymuszenia
sinusoidalne

Rezystor R Impedancja Z

Konduktancja G Admitancja Y

Cewka: Z, =jwL
Kondensator: Z.=1/jwC

Funkcja czasu u(t) Wskaz U(w)
Funkcja czasu i(t) Wskaz /I(w)
R, G, u, i sg liczbami Z, Y, V, |sgliczbami zespolonymi

rzeczywistymi




MPW: sieci liniowe, wymuszenia
sinusoidalne

AY,A"|U, = AJ- Y,E

YIIUII - JIl



Indukcyjnosci sprzezone

U = jo LI = Mg
L L LL,
di di a’z di
- L, dtl U, = 2dt2, Uy = M dt2 Upo = dtl
_ 1 1
=  TU, r=L



MPW: wymuszenia sinusoidalne -

przyktad
2




MPW: wymuszenia sinusoidalne -

przyktad
1000 1 0f
A=0 1 0 0 -1 1¢
0 01 1 0 -1
4 60 5025 -15
et 8
06 107 LS 1 [
_ 1
® = 0,5rad/s = -25T
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1
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przyktad

0

0 300 0
0
0

0 0 0
0 8 0 0
0 0 0 2

11
|

n
] 1

j3

%oooo—js

0 0 0 0

MPW: wymuszenia sinusoidalne -

Yb
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N
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Bezposrednie wyznaczanie
rownania weztowego

Y = AY A'

J = A(J- Y,E

n



Bezposrednie wyznaczanie

rownania weztowego

J

Y - .;J’z - )L
Y
J - (Jl_ylEl)

o (Jz ] J/;E;)




Bezposrednie wyznaczanie
rownania weztowego

kcj > *T i CA> > @
y u OmUc
J @ J @
OL :
m o j O
od k do m
v :odi;gm - gL J :i;(Jl'ngc)
" doji_ gm gm i " ji_ (JI - ngc)




Metoda potencjatow weztowych -
przyktad




Bezposrednie wyznaczanie
rownania weztowego - przyktad

2+10+0.5 ~10+8 _0,5-8
Y= -10 5+10+3-8 +8
05 +0.5

- 2-10+48
J\=  7+15-48



Analiza sieci nieliniowych metoda
potencjatow weztowych




Analiza sieci nieliniowych metoda
potencjatow weztowych

211; %gl(ua )%
. gzzg _ :gl(z:/lﬁ ): - g(u)
i igl(ug )i

ua,ua e oo

dowolne napigcie gateziowe U, U,, """ U,
Jezeli nie ma zrodet
sterowanych:

0 =1, =2, - (=b



Analiza sieci nieliniowych metoda
potencjatow weztowych

Ai=0 i=i-J Ai= AJ
I
Aglu) = AJ uzu-E
A 1
Agc(quE):AJ u=- A'u,
Ago ATun+E):AJ




Analiza sieci nieliniowych metoda
potencjatow weztowych

f(x): 0



Sieci nieliniowe - przyktad

05

b
1 >
1 c
4 I=u_? g
(D

)y




Sieci nieliniowe - przyktad
o a b ¢ d _

I|-1 1 0 0

210 -1 1 1

J=0

Lo L
| 1
o O O
| 1



Sieci nieliniowe - przyktad

g(u)=

XL o S
—

O

N

~

o




Sieci nieliniowe - przyktad

Ago(A"u,+E)—AJ

0 0
11

gO

o O O




Sieci nieliniowe - przyktad

M 1]

<
[\
o O O




Sieci nieliniowe - przyktad

[—1 10 o} 2 (u,—u,)
0 -1 1 1]|| 0254,

u,—2 +2 u,—2 u,

=2 uy +2 uy +0.25u, —I-uzz_

/- —u, +2 \

2

Lo

3u,—2u,—2
__2 l/ll ‘|‘225 u2+1/l22_




Zmodyfikowana metoda potencjatow
weztowych

Idea:

l. Do ukiadu rownan weztowych uzyskanych z
pradowego prawa Kirchhoffa dotaczamy dodatkowe
rownania, napisane dla nastepujacych gatezi:

- zawierajacych zrédta napieciowe: niezalezne i
sterowane,

- gatezi w postaci zwarcia,

- zawierajace elementy uzaleznione pradowo (od pradu
ptynacego przez ta sama lub innag galaz)



Zmodyfikowana metoda potencjatow
weztowych

Il. Prady gatezi z p. |. sg traktowane jako dodatkowe
zmienne pierwotne na rowni z potencjatami
weztowymi

_________________________
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Zmodyfikowana metoda potencjatow

weztowych
G,(u,-u,)-i,=0 1) 2
-G, (u,-u,)+u,G,=0 i CP > . T
u,=E L 4'
G, -G 100w0 00
:—G1 G1+ G2 ()::u2::: 0 -
0 0y F R




Zrodio napieciowe niezalezne
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Zrodio napieciowe sterowane

napieciowo
e moO >
X !

fu.
/ Aus Js @

\4

u,—u; +Au, =0 ale u,=u, —u, +FE

czyli: u;,—u,+Au, —Au, =—-AL

A



Zrodio napieciowe sterowane
napieciowo




Zrodio napieciowe sterowane

. pradowo

N *iT
/N « P
\r @ o
j O n o

y, E o, I = yu, Ki = Kyu_ - K'uS
gdzie: K = Ky



Zrodto pradowe sterowane pradowo
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Zmodyfikowana metoda potencjatow
weztowych - przyktad




Zmodyfikowana metoda potencjatow
weztowych - przyktad

2 2 2 2 0
YN= 2 -2 2 = -2 2 0
3 4+1/4 0 0 425

—
|
N
o OO0



Zmodyfikowana metoda potencjatow
weztowych - przyktad

a. 2ia+4=u1 — u1-2ia=4
b: ib=-2ie ie=4u3 — ib=-8u3 — ib+8u3=0

d: u3-u2—4uf uf—u3—>u3-u2—4u3 — u3-4u3-u2—0



Zmodyfikowana metoda potencjatow
weztowych - przyktad

1 2 3 ia N L _ _
il2 2 0 1 1 u, 0
22 2 0 11| Y, 0
3 0 4.25 A{lu,| | O
.| 1 -2 | ] 4
, 8 1 5 0
.| 1 14 i, 0




Zmodyfikowana metoda potencjatow

weztowych - przyktad

1
0
0
0

1
0
425 0

2
2
2
0
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2
0
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Zmodyfikowana metoda potencjatow
weztowych - przyktad

0.4179
1.4328
-0.4776
-1.7910
3.8209
¢ | [-2.0299
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Metody macierzy rzadkich

S S ==
S ROR X
R R O
S S
RN ==
R "
R "
e TR il

.-

I
e s e Y e N
= x O O
= O O O
S —= x O
—_—x O O

S x® ® O
oSO O =
S O = X

-

S O =x =




Zatozenia odnosnie macierzy A

x O x Or macierz strukturalnie
— - symetryczna
0 x x Of a.=0 a.=0
A=z U i i Ji
By N lub
XXX Xo .20 a,t0
10 0 x X[
a.* 0
[ %0

lz‘j — O - 2(-6) - 34 — O - mimo to przyjmujemy ze

powstat nowy element niezerowy - nie rozwazamy konkretnych wartosci



Wptyw kolejnosci operacji na liczbe
nowych elementdw niezerowych

;x 0 0 x; ;x 0O 0 x;
0 x 0 xr 0 x 0 xr
A=t - Q - = -
0 0 x xd 0 0 x xL
X X X X[ X X X X[
;x X X x; ;x X X x;
x x 0 07 X X X Xq
A=t - Q - = -
x 0 x OLU x x x xLU
D D D D
x 0 0 x XX X X[




Okreslanie nowych elementow
niezerowych metodg grafu

Wystepuje analogia miedzy rozktadem LU a metodg eliminacji
Gaussa. Mozna dyskutowac kolejnosc¢ eliminacji zmiennych z réwnan

Alx=pn
1 U2 i
X; = _:Z aikak_:ui:
d; [ i
)kt |

Eliminacje i je] wptyw na powstawanie nowych elementow niezerowych
mozna przedstawi¢ poprzez odpowiedni graf odpowiadajgcy macierzy A



Okreslanie liczby nowych
elementow z uzyciem grafu

Budujemy graf w ten sposob, ze kazdej parze niezerowych niediagonalnych
elementow (aij, aji) odpowiada krawedz tgczgca wierzchotki i oraz j.

Z i, jeslij ik nie sg potgczone krawedzig, tworzymy krawedz je tgczaca.
Utworzenie krawedzi oznacza powstanie nowego elementu niezerowego.

2. Usuwamy i oraz krawedzie do niego dochodzgce. Jesli graf jeszcze istnigje,
wracamy do punktu 1.
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Okreslanie liczby nowych
elementow - przyktad
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Okreslanie liczby nowych
elementow - przyktad

. ? (4,21 2,4)
/ —>

(4,2 2,4)
(5,3i 3,5)
(4,3 i 3,4)

> >




Okreslanie liczby nowych
elementow - przyktad
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Algorytm porzadkowania prawie
optymalnego
* Brak jest algorytmow porzadkowania
optymalnego

* Przedstawiony algorytm w wiekszosci
przypadkow daje optymalny porzadek

* Przyjmujemy strukture macierzy A
(wspotczynnikow rownania) takg jak poprzednio

 Tworzymy na podstawie macierzy A graf
nieskierowany tak jak poprzednio



Algorytm porzadkowania prawie
optymalnego

* Poczatkowo G jest grafem oryginalnym oraz
J=1

1.W G znajdz wierzchotek incydentny z tylko
jedng krawedzig. Jesli jest, nadaj mu numer J,
wykonaj 4 i wroc do 1. Jesli nie ma, idz do 2.

2.\W G znajdz wierzchotek ktérego eliminacja nie
wprowadzi nowej krawedzi. Jesli jest, nadaj mu
numer J, wykonaj 4 i wroc do 1. Jesli nie ma,
idz do 3.



Algorytm porzadkowania prawie
optymalnego

3.Dla kazdego wierzchotka w G okresl liczbe n
nowych elementow niezerowych przy
zatozeniu, ze tylko on bedzie wyeliminowany.
Wybierz ten, ktory ma najmniejsze n (jesli dla
Kilku n jest takie samo, wybierz ten ktory jest
incydentny z najwiekszg liczbg krawedzi).
Nadaj mu numer J, wykonaj 4 i wroc do 1.



Algorytm porzadkowania prawie
optymalnego

4.Jesli zostat tylko jeden nieprzenumerowany
wierzchotek, nadaj mu numer J i koniec
algorytmu. W przeciwnym przypadku usun
NOWO przenumerowany wierzchotek | krawedzie
Z nim incydentne, dodaj krawedzie

odpowiadajgce nowym elementom niezerowym
| zwieksz J 0 1.



Algorytm porzadkowania prawie
optymalnego - przyktad




Algorytm porzadkowania prawie
optymalnego - przyktad




Algorytm porzadkowania prawie
optymalnego - przyktad




Algorytm porzadkowania prawie
optymalnego - przyktad




Algorytm porzadkowania prawie
optymalnego - przyktad

8

ENY

13



Algorytm porzadkowania prawie
optymalnego - przyktad

10 11

13
1->1 14->3  2->5 6->7 5->9

4->9 3->4 7->6 12->8



Algorytm porzadkowania prawie
optymalnego - przyktad

10

1->1 14->3  2->5 6->7 5->9 9->11  11->13
4->2 3->4 7->6 12->8 13->10 8->12



Algorytm porzadkowania prawie
optymalnego - przyktad

10

1->1 14->3  2->5 6->7 5->9 9->11  11->13
4->2 3->4 7->6 12->8 13->10 8->12 10->14



Rozniczkowanie numeryczne

W wielu przypadkach konieczna jest znajomosc¢
wartosci pochodnej funkcji — np. metoda
Newtona-Raphsona

* Nie zawsze dostepna jest postac analityczna

* \Wartosc¢ pochodnej w punkcje moze by¢c w
przyblizeniu wyznaczona metodami
numerycznymi



Przyblizenie sieczng




Przyblizenie sieczng

fxg+h)— f(x,)
h

I (xy)=

» \WWartosc ta rozni sie od prawidtowe] wartosci
pochodnej

 Roznica ta bedzie tym mniejsza, im mniejsze
bedzie h

* Prawidtowg wartosc otrzymamy dla h—0



Przyblizenie sieczng

* W implementacji komputerowej nie ma pojecia
“h_)O”

 Bezposrednie podstawienie wartosci O da
wyrazenie 0/0

* Wybor prawidtowej wartosci h jest uzalezniony
od dostepnej precyzji obliczen
Zmiennoprzecinkowych

- Zbyt mata wartosc¢ spowoduje btedy
obliczen

- Zbyt duza wartosc bedzie ztym
przyblizeniem pochodnej



Przyblizenie sieczng

* W przypadku matej wartosci h mogg wystgpic
nastepujgce problemy:
- wartosc bedzie potraktowana jako 0
- silny wptyw btedow zaokraglen przy dzieleniu
- wartosci f(x ) I f(x_ +h) beda sobie rowne, badz
ich roznica bedzie obarczona duzym btedem

e Czesto przyjmuje sie h=sqrt(eps)*x, gdzie eps to
maksymalny btgd zaokraglen dla danej platformy
sprzetowe;



Przyblizenie sieczng

* Alternatywnie mozna dokonac przyblizenia
sieczng przechodzacg przez punkty ,przed” |
,Za punktem liczenia pochodne;j:

f(x0+h1>_f(xo_hz)
h,+h,

f,(xo>:
 Jesli odlegtosci h sg sobie rowne daje to:

f(xo+h)_f(xo_h)
2-h

I (xg)=



Catkowanie numeryczne

 Rodzina algorytmow pozwalajgcych na
obliczenie przyblizonej wartosci catki

ozhaczonej

» Alternatywna nazwa — kwadratury, czasem w
stosunku do catek wyzszych wymiarow uzywa
sie nazwy: kubatury



Catkowanie numeryczne

» Koniecznosc¢ catkowania numerycznego wynika
Z:

- braku znajomosci analitycznej postaci funkcji
catkowanej (np. funkcja jest dana jako zbior
punktow)

- trudnosc¢ ze znalezieniem catki analitycznie (nie
Istnieje zapis w postaci funkcji elementarnej,
wymagana funkcja specjalna
niezaimplementowana w systemie itp.)



Metoda prostokgtow

» Jest to najprostsza metoda nalezgca do grupy
opartej o funkcje interpolacyjne

 |nterpolacja przeprowadzana wielomianem
stopnia O (funkcjg statg)

» Jako wartosc do obliczen brana wartosc funkgji
w srodku przedziatu interpolowanego (stad
alternatywna nazwa: metoda punku
srodkowego



Metoda prostokgtow




Metoda prostokgtow

 WzOr traktuje przedziat <a; b> jako jedng catosc

» W praktyce rozbija sie przedziat <a; b> na n
podprzedziatow

* Metoda prostokgtow przyjmuje jednakowag
szerokosc podprzedziatow

e \Wraz ze wzrostem n rosnie doktadnosc¢
przyblizenia



Metoda trapezow

» Stosujgc interpolacje wielomianem | stopnia
(funkcja liniowa) otrzymujemy metode trapezow

; o [la)+ £ ()
J, f(x)de~(b—a) ==

TN




Metoda Simpsona

» Stosujac interpolacje funkcjg kwadratowg
otrzymujemy metode Simpsona (parabol)

» Jest ona tez rownowazna wazonej sredniej z
metod prostokatow i trapezow.




Metody Newtona-Cotesa

* Przedstawione metody nalezg do rodziny
metod Newtona-Cotesa

* Przyblizajg one catke poprzez srednig wazong
wartosci funkcji catkowanej w rownomiernie
roztozonych punktach nalezgcych do przedziatu
catkowania

[ f(x)dem Y v f (g o)

przy czym h= (b - a)/n jest nazywane krokiem



Metody Newtona-Cotesa

* \Wagi wyznacza sie catkujgc bazowe
wielomiany Lagrange'a

 Mozna w ten sposob skonstruowac metode
dowolnego rzedu, nalezy jednak pamietac, ze
dla wyzszych rzedow mogg pojawic sie
niestabilnosci (efekt Rungego)



Oprogramowanie do obliczen |
symulacji inzynierskich
 Matlab

e Octave
e SciLab



Matlab - podstawowe informacje

» Skrot od Matrix Laboratory

* Opracowany pod koniec lat 70 XXw. na
uniwersytecie New Mexico

W 1984 powstaje firma MathWorks;
komercjalizacja programu

W 2004 uzywany przez ponad 1 000 000
uzytkownikow; de facto standard dla
numerycznych obliczen inzynierskich

* http://www.mathworks.com/products/matlab/



Matlab - podstawowe informacje

Dokonuje jedynie obliczen numerycznych, chocC
mozna dotgczyC interfejs dla obliczen
algebraicznych

Niemalze wszystko w Matlabie jest macierzag

Dostepnych jest bardzo wiele tzw. toolboxow,
rozszerzajgcych funkcjonalnosc¢ podstawowego
programu o np. optymalizacje, obliczenia
statystyczne, obliczenia Al, przetwarzanie
sygnatow

Istotnym dodatkiem jest Simulink, stuzgcy do
wielodomenowego modelowania systemow



Matlab - podstawy pracy

* Mozna wyrozni¢ dwa podstawowe tryby pracy:
- Interaktywny
- skryptowy

e Oba tryby sg interpretowane

* \W obu trybach mozna uzywac tych samych
polecen

« Skrypty Matlaba majg rozszerzenie .m

e Jest mozliwosc¢ skompilowania kodu Matlaba
tak, aby uzyskac osobng aplikacje



Matlab - zmienne

* Zmienne nie muszg byc¢ deklarowane przed
przypisaniem wartosci (ale muszg miec przypisang
wartosc przed uzyciem w wyrazeniu)

« \Wartosci przypisuje sie operatorem =

 Jesli nie zostat przypisany do konkretnej zmiennej,

ostatni wynik obliczen jest zapisywany w zmiennej
ans

* Aby odczytac¢ wartosc zmiennej, nalezy podac jej
nazwe

* Aby wynik dziatania nie byt wyprowadzany na
ekran, polecenie nalezy zakonczyc srednikiem ;



octave-3.0.0.exe:21> myval=7
myval = 7/
octave-3.0.0.exe:22> anotherval=8
anotherval = 8

octave-3.0.0.exe:23> myval=anotherval

myval = 8
octave-3.0.0.exe:24> myval=thirdval
error: thirdval' undefined near line 24 column 7

error: evaluating assignment expression near line 24, column 6
octave-3.0.0.exe:24> myval

myval = 8
octave-3.0.0.exe:25> myval=9;
octave-3.0.0.exe:26> myval
myval = O



Matlab - proste obliczenia

 Mozna uzywac typowych operatorow
arytmetycznych, nawiasow itd.

» Kolejnosc¢ obliczen jest zgodna z kolejnoscig
operatorow arytmetycznych

 mozna uzywac operatorow porownan: ==, <,
>, <=, >=, !=.Wynikiem porownan jest 1
(prawda) lub O (fatsz). Matlab traktuje zawsze
wartosci nie-zerowe jako prawde

e mozna uzywac operatorow logicznych: &, I,

~v



octave-3.0.
anotherval
octave-3.0.
ans = 0
octave-3.0.
ans = 1
octave-3.0.
a = 4
octave-3.0.
b = 3
octave-3.0.
c = 4

o |l O

-

eXel

74

.eXel

.eXel

.EXEe .

.EXE .

eXel

40>

41>

42>

43>

44>

45>

anotherval=2+myval*8

1>2



Matlab - wywotanie funkcji

* Funkcje w Matlabie mogg by:

- wbudowane
- zawarte w m-plikach

* Funkcje wywotuje sie podajgc je] nazwe |
argumenty w nawiasach okragtych

octave-3.0.0.exe:48> x=sin(3.14)
x = 0.0015927
octave-3.0.0.exe:49> y=cos (1)

y = 0.54030
octave-3.0.0.exe:50> abs (-9)

ans = 9



Macierze | wektory

 Nawet pojedyncza wartos¢ w Matlabie moze
byC traktowana jako macierz/wektor

 Matlab zawiera szereg operatorow
umozlwiajgcych budowanie macierzy oraz
odwotywanie sie do poszczegolnych ich
fragmentow

* Najprostszg metodg utworzenia macierzy jest
podanie jej wartosci w nawiasach
kwadratowych; wartosci w rzedzie rozdziela sie
spacjg lub przecinkiem, w kolumnie -
sSrednikiem



octave-3.0.0.exe:53> a

octave-3.0.0.exe:54> b
b:

o w
o BN

[1 2 3;

4 5 0]



Macierze | wektory

* Dostep do elementu/elementow macierzy
umozliwia operator () (nawiasy okrggte)

* \W nawiasach podaje sie wymagane indeksy,
badz zakres indeksow - uzywajgc operatora :

(dwukropek)

 Jesli odwotanie ma dotyczyC wszystkich
indeksow w danym wymiarze, mozna uzyc
samego dwukropka

* Najpierw podaje sie indeks wiersza, potem
kolumny



octave-

ans =

octave-

ans =

octave-

ans =

2

octave-

ans =

1

octave-

ans =

3.

1

3.

4

3.

3

3.

2

3.

N

W

.EXEe .

eXel

.eXel

eXel

eXel

57>

58>

59>

60>

ol>



Odwotanie do elementu a
wywotanie funkcji

* Matlab stosuje ten sam operator do odwofania
do fragmentu macierzy i do wywotania funkcji

 Powoduje to problemy jesli nazwa zmiennej jest
identyczna z nazwag funkcji

octave-3.0.0.exe:75> sin (1)
ans = 0.84147
octave-3.0.0.exe:76> sin = 7
sin = 7
octave-3.0.0.exe:77> sin (1)
ans = 7/



Konstruowanie macierzy

* Macierze mozna konstruowac nie tylko ze
skalarow, ale tez z innych macierzy

» Stosuje sie te same operatory co poprzednio,
ale zamiast skalarow wstawia macierze



octave-3.
d =

1 2

3 4
octave-3
e =

5

g
octave-
f =

1 2

3 4
octave-3
g =

1 2

3 4

5 6

g 8
octave-3
h =

1 2

3 4

J U1

.eXel

.eXel

.eXEe .

.eXEe.

.eXe .

80>

81>

82>

83>

84>

f = [d e]
g = [d; e]
h= [d; -1 -2]



Operacje na macierzach

* W przypadku macierzy dostepnych jest wiecej
operacji niz w przypadku skalarow

 Ten sam operator moze miec nieco inne
dziatanie w przypadku kiedy dziata na
skalarach, macierzach, bgdz skalarach |
macierzach jednoczesnie

 R6zne moze bycC tez dziatanie funkcji w
zaleznosci czy argumentem jest skalar, wektor
(macierz jednowymiarowa) czy macierz
(wielowymiarowa)



Operacje na macierzach
* ¥ mnozenie macierzy

* / mnozenie przez odwrotnos¢ macierzy z
prawej strony

* \ mnozenie odwrotnosci macierzy z lewej
strony

 .*./.\ mnozenie i dzielenie tablicowe
* * /mnozenie i dzielenie przez skalar
« + - dodawanie | odejmowanie macierzy

« + - dodawanie | odejmowanie macierzy |
skalara

e ' t{ranspozycja



octave-

a:

|_\

octave-
octave-
octave-

ans =

19
43

octave-3.0.

ans =

5
21

octave-3.0.

ans =

19

3.

2
4

3.
3.
3.

22
50

12
32

12
26

o O

o O

.eXel

eXel
exe:
eXel

eXel

.eXel

15
33

26>

27>
28>
29>

30>

31>

Q

a*b

2;

4]



octave-3.0.0.exe:32> a.*c

error: product: nonconformant arguments (opl 1is 2x2, opZ2 1s 2x3)
error: evaluating binary operator ~.*' near line 32, column 2
octave-3.0.0.exe:32> c*a

error: operator *: nonconformant arguments (opl 1s 2x3, opZ 1s 2x2)
error: evaluating binary operator *' near line 32, column 2



octave-3.0.0.

ans =

13
17
21

octave-3.0.

ans =

octave-3.0.

ans =

6
8

octave-3.0.

ans =

5
15

'/
9

18
24
30

10
20

exe:34>

.exe:35>

.exe:36>

.exe:37>

c'*a

a+b

a+b

a*b



Funkcje macierzy

* Funkcje normalnie dziatajgce na skalarach po
podaniu macierzy obliczg swojg wartosc dla
kazdego elementu macierzy (np. sin)

* Funkcje z zasady dziatajgce na
macierzach/wektorach moga sie zachowywac
odmiennie (np. sum)



octave-3.0.0.
octave-3.0.0.

ans =

0.099833
0.295520

octave-3.
octave-3.

ans = ©

octave-3.

ans = 6

octave-3.

ans =

0.
0.

0.

0.

0.40000

octave-3.

ans =

0.

0.30000

exe:43> a = [0.1 0.2;

exe:44> sin (a)

0.198669
0.389418

eXel
eXel

eXer

eXe:

45>
46>

477>

48>

0.60000

eXel

49>

0.70000

sum(a')

0.3 0.4];



Informacje o macierzach

* Funkcja size zwraca rozmiar macierzy, jako
wektor n-elementowy

* size(Xx, 1) zwrdci

* size(X, 2) zwroci

iczbe wierszy macierzy
iczbe kolumn macierzy

octave-3.0.0.exe:52> size (b)

ans =

1

3

octave-3.0.0.exe:53> size (b, 1)

ans =

1

octave-3.0.0.exe:54> size (b, 2)

ans =

3



Manipulacje macierzami

 Macierz mozna rozszerzyc¢ podajgc wartosc
nieistniejgcego elementu

octave-3.0.0.exe:73> a = [1 2]
a:

1 2
octave-3.0.0.exe:74> a(9) = 8



Manipulacje macierzami

 Macierz mozna zaweziC wpisujgc macierz pustag

octave-3.0.0.exe:80> a
a:



Manipulacje macierzami

e Macierz mozna:

- przeksztatciC w macierz o innej liczbie wierzy |
kolumn: reshape

— obrocic: rot90
— odbi¢ wzdtuz osi: fliplr, flipud

- przeksztatciC w macierz o elementach
przesunietych kotowo: circshift

- sortowac: sort, sortrows



m-pliki

* m-pliki mogg zawierac

- skrypty
- funkcje

» Skrypty pracujg na zmiennych aktualnie
Istniejgcych w Srodowisku

* Funkcje pracujg na przekazanych
argumentach; zmienne tworzone w funkcji sg
lokalne dla tej funkcji

* \WWywoftanie skryptu lub funkcji nastepuje po
podaniu nazwy m-pliku (bez rozszerzenia) oraz
argumentow (tylko dla funkciji)



Funkcje

 m-plik 0 nazwie nazwa_funkcji zawierajgcy na
poczatku deklaracje:
function [rezultatl,
rezultatZ, ...]=
nazwa funkcjil (argumentl, argument?,
ce.)
| opcjonalnie konczacy sie instrukcjg return



Funkcje - przyktad

« Zawartosc pliku circle.m

function [area, circumference] = circle(radius)
area = pi * radius”2;
circumference = 2 * pi * radius;

- Wywotan

e

octave-3.0.0.exe:5> [a, c¢] = circle (5)
a = 78.540

c = 31.416

octave-3.0.0.exe:6> x = circle(b);

octave-3.0.0.exe:7> x
x = 78.540



Funkcje

* Aby funkcja mogta zostac¢ wywotana, musi by¢

- w aktualnym katalogu
- w katalogu na sciezce dostepu Matlaba

« Aktualny katalog mozna sprawdzi¢c komenda
pwd, zmieni¢ komendg cd

« Sciezke dostepu mozna sprawdzié¢ komenda
path, modyfikowa¢ komendami addpath,
rmpath

* Aktualny katalog jest zawsze przeszukiwany
pierwszy



Komentarze

e Komentarz mozna umiesci¢ znakiem %

» Tekst od % do konca linii jest traktowany jako
komentarz

 Komentarz zawarty na poczgtku pliku funkcji
(przed deklaracjg) moze byc¢ wyswietlany
komendg help



function calculating area and circumference of a circle
inputs: circle radius

0
°
3

function [area, circumference] = circle(radius)

area = pi * radius”2; % compute area

circumference = 2 * pl1 * radius; % compute circumference
octave-3.0.0.exe:14> [a, c] = circle(5)

a = 78.540

c = 31.416

octave-3.0.0.exe:15> help circle

function calculating area and circumference of a circle
inputs: circle radius



Instrukcje sterujgce

1f warunekl
instrukcjel
elseif warunek?
instrukcje?
else
instrukcje3
end

switch zmienna
case wartoscl
instrukcjel
case wartoscéz
instrukcje?

otherwise
instrukcjeN
end



function result = testif(first, second)

1f first > second

result = first;
else
result = second;
end
function result = testswitch (condition, first, second, third)

switch condition

case 1

result = first;
case 2

result = second;
case 3

result = third;
otherwise

result = 0;

end



Petle

» Matlab pozwala korzystac¢ z petli typu for i while

for zmienna = wartos¢ poczatkowa:przyrost:wartos¢ koncowa
instrukcje
end

while warunek
instrukcje
end



function result = testfor(start, stop)

result = [];

for 1 = start : 1 : stop
result = [result circle (1) ];

end

octave-3.0.0.exe:25> testfor (5, 10)
ans =

78.540 113.097 153.938 201.062 254.469 314.159

octave-3.0.0.exe:26> X
octave-3.0.0.exe:27> x
X:

= testfor (5, 10);

78.540 113.097 153.938 201.062 254.469 314.159



function result = testwhile(start, max)

result = [];

r = start;

area = circle(r);

while area <= max
result = [result areal;
r =1r + 1;
area = circle(r);

end

octave-3.0.0.exe:33> testwhile (5, 1000)
ans =

Columns 1 through 7:

78.540 113.097 153.938 201.062
380.133

Columns 8 through 13:
452 .389 530.929 615.752 706.858

octave-3.0.0.exe:34> testwhile (50, 1000)
ans = [] (0x0)

254.469

804.248

314.159

907.920



Petle

* Matlab umozliwia stosowanie stow kluczowych
break | continue



Typy

 Podstawowym typem jest wartosc
Zmiennoprzecinkowa

 Format wyprowadzania danych (ale nie
precyzje obliczen) mozna zmieni¢ poleceniem
format



t ancuchy tekstowe

* L ancuchy tekstowe sg traktowane jako wektory

 Literaty tekstowe umieszcza sie w
pojedynczych cudzystowach

octave-3.0.0.exe:49> text = 'ala ma kota'
text = ala ma kota

octave-3.0.0.exe:50> text (3)

ans = a

octave-3.0.0.exe:51> text (5:11)

ans = ma kota

octave-3.0.0.exe:52> 2 * text

ans =

194 216 194 64 218 194 64 214 222 232
194



Grafika

* \Wykres we wspotrzednych kartezjanskich
tworzy sie instrukcjg plot

« Jesli argument jest jeden, jako odciete
przyjmuje sie indeksy wektora

» Jesli argumenty sg dwa, pierwszy to wektor
odcietych, drugi - rzednych



octave-3.
octave-3.
octave-3.
octave-3.

O o oo
O o oo

60

50

40 -

30 -

10 -~

a6l -

a0

40

30 F

10

. EXE
.eXe
.eXe
.eXe

: 59>
:60>
01>
162>




Grafika

* Aby zmienic¢ wyglad linii mozna uzy¢ argumentu
format, np.

octave-3.0.0.exe:71> plot(x, vy, '-0');
octave-3.0.0.exe:72> plot(x, vy, 'x'");




Grafika 3D

 Wykres w 3 wymiarach mozna uzyskac
komendg plot3

 Argumentami sg wektory zawierajgce
wspotrzedne (X, vy, z) kolejnych punktow
wykresu

octave-3.0.0.exe:52> z = [0:0.05:5];
octave-3.0.0.exe:53> plot3 (cos(2*pi*z), sin(2*pi*z), 2z,
";helix;");






Grafika 3D

* Aby wykresli¢ powierzchnie w trzech
wymiarach, nalezy uzyc instrukcji mesh

 Argumentami s3:

- wektor indeksow dla osi x (rozmiar m)
- wektor indeksow dla osi y (rozmiar n)

- macierz zawierajgca wartosci dla wszystkich
par indeksow X i y (rozmiar m na n)

octave-3.0.
octave-3.0.
octave-3.0.
octave-3.0.

O o oo

O o oo

.EXEe .
.eXel
.EXEe .
.eXel

6b> x = [0:0.05:5]";
66> vy = x';
67> z = sin (x*Vy);

68> mesh(x, vy, 2z)
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Operacje na plikach

Matlab moze czytac i zapisywac wiele formatow
plikow

Podstawowym plikiem jest plik binary, w ktorym
znajdujg sie zmienne (macierze)

Do zapisu stuzy polecenie save, do odczytu -
load

save nazwa_pliku zmienna1 zmienna2
zmiennad

load nazwa_pliku



octave-
octave-
octave-
octave-
octave-

error.

octave-3.0.

error:

octave-3.0.
octave-3.0.

a:

1
3

octave-3.0.

b = 7

3.
3.
3.
3.
3.
"a

T

2
4

- OO o oo

O O O o

. 0

eXel
.eXel
eXe.
.eXel
eXel

17>
18>
19>
20>
21>

undefined
O.exe:21>
undefined
O.exe:21>
O.exe:22>

O.exe:23>

a = [1 2;
b = 7;
save test
clear

a

near line
b

near line
load test
a

3 4];

.dat a b

21 column 1

21 column 1
.dat



Operacje na plikach

* Alternatywnie mozna stosowac zapis/odczyt w
formacie tekstowym

» Jest to wygodne przy imporcie danych z innych
Zrodet
* W przypadku zapisu nie sg zapisywane nazwy

zmiennych, poszczegodlne zmienne nie sg od
siebie oddzielane



octave-3.0.0.exe:36> save -ascil test.dat a b
octave-3.0.0.exe:37> clear
octave-3.0.0.exe:38> a

error: a' undefined near line 38 column 1
octave-3.0.0.exe:38> Db
error: Db' undefined near line 38 column 1

octave-3.0.0.exe:38> load test.dat

error: load: test.dat: inconsistent number of
columns near line 3

error: load: unable to extract matrix size
from file "test.dat'

1.00000000e+000 2.00000000e+000
3.00000000e+000 4.00000000e+000
7.00000000e+000



octave-
octave-
octave-
octave-
octave-

error.

octave-

error:

octave-3.0.
octave-3.0.
octave-3.0.

test =

3 01 W K

3.
3.
3.
3.
3.
"a
3.
e

0 O BN

- O - OO o oo

.exe:45> a = [1 2; 3 47;

.exe:46> ¢ = [b 6, 7 8];

.exe:47> save —-ascilil test.dat a c
.exe:48> clear

O o oo

.0.exe:49> a

undefined near line 49 column 1

.0.exe:49> c

undefined near line 49 column 1
O.exe:49> load test.dat
O.exe:50> ans

O.exe:51> test

1.00000000e+000 2.00000000e+000
3.00000000e+000 4.00000000e+000
5.00000000e+000 6.00000000e+000
7.00000000e+000 8.00000000e+000



Model

* Model jest uproszczeniem rzeczywistosci

» Uproszczenie pozwala pomingc nieistotne (w
danym momencie, aspekcie) szczegoty

» Jednoczesnie pomaga uwypuklic kwestie
istotne



W strone UML

* Prace nad UML rozpoczety sie w 1994, kiedy
Rumbaugh | Booch, obaj zatrudniani przez
Rational Software Corporation, rozpoczeli prace
nad unifikacjg OMT i OOAD. Rezultat, Unified
Method (UM) 0.8, zostat zaprezentowany w '95.
W tym samym roku, Jacobson dotgczyt do
Rational Software Corporation i wzbogacit UM
elementami wikasnego OOSE, co zaowocowato
UM 0.91 UM 0.91 (oba w '96). Od tego
momentu jezyk ten jest znany jako UML.



Rozwo] UML

* Wysitki Rational Software Corporation zostaty
szybko wsparte przez istotne firmy, miedzy
innymi: IBM, DEC, HP, Oracle, Unisys,
Microsoft. Doprowadzito to do dalszego rozwoju
- wersji 1.0 w 1997. Wersja ta zostata pozniej
przekazana do Object Management Group
(OMG). Wersja 1.1 powstata w tym samym
roku. Byta to wersja oficjalna do 2001 (wersja
1.4). Wersja 1.5 stata sie oficjalna w 2003.



Diagramy UML

 Model w UML jest graficzng reprezentacja
systemu

* Reprezentacja sktada sie z logicznie
potgczonych diagramow

 Wersja 2.0 zawiera 13 typow diagramow

 |stotnym pojeciami sg pojecia klasyfikatora
(classifier) — abstrakcyjnej kategorii ktora
uogolnia kolekcje wystgpien majgcych te same
cechy, oraz wystapienia (instance) —
egzemplifikacji klasyfikatora



Diagramy przypadkow uzycia

* Umozliwiaja:
- Identyfikacje i dokumentacje wymogow
- Analize zakresu aplikacji

- Komunikacje pomiedzy tworcami, wiascicielami,
Klientami itd.

- Opracowanie projektu przysztego systemu,
organizacji

— Okreslenie procedur testowych dla systemu

e S3 dwa typy diagramow przypadku uzycia:
- biznesowe
- systemowe



Diagramy przypadkow uzycia

e Zawieraja:
- Przypadki uzycia
- Aktorow
- Zwigzki (relacje)



Przypadki uzycia

» Specyfikacja sekwencji akcji (i ich wariantow)
ktore system moze wykonac poprzez interakcje
Z aktorami tego systemu

* Przypadek uzycia jest spojnym fragmentem
funkcjonalnosci systemu

 Nazwag jest rozkaz wypetnienia okreslonej
funkcji. Nazwa jest umieszczona w owalu

@uj uzy@ Sprawdz hasto




Aktor

» Aktor jest spojnym zbiorem rol odgrywanych
przez uzytkownikow podczas interakcji z
przypadkami uzycia

« Aktorami mogg byc:

- Osoby (pojedyncza osoba, grupa, organizacja itp.)
- Zewnetrzne systemy (programowe bgdz sprzetowe)
- Czas

 Nazwa to rzeczownik odzwierciedlajgcy role
odgrywang w systemie

* Aktor moze uzywac wielu przypadkow uzycia,
przypadek uzycia moze byC uzywany
przezwielu aktorow



Stereotypy aktorow

» Klasyczny symbol aktora moze bycC
stereotypowany aby rozrézni¢ miedzy roznymi
typami aktorow

O O L
/NN N N\

klasyczny / cztowiek urzgdzenie

system zewnetrzny czas



Zwigzek (relationship)

* Wige ze sobg elementy diagramu (np. aktorow |
przypadki uzycia)

* 53 4 rodzaje zwigzkow:
- Asocjacja (association)
- Uogolnienie (generalisation)
- Zaleznosc (dependence)
- Realizacja (realisation)



Asocjacja

* Asocjacja opisuje zwigzek pomiedzy (dwiema
lub wiecej) wystgpieniami klasyfikatorow

« W diagramie przypadkow uzycia reprezentuje
dwukierunkowg komunikacje pomiedzy aktorem
| przypadkiem uzycia

» Jej reprezentacjg graficzng jest ciggta linia
 Zazwyczaj nie sg nazywane



Asocjacja

Q
/N

uzytkownik

Znajdz produkt




Zaleznosc¢ (dependency)

» Zaleznosc jest zwigzkiem pomiedzy dwoma
elementami modelu gdzie zmiana w jednym
elemencie (niezaleznym one) ma wptyw na
drugi element (zalezny)

» Jest obrazowana jako linia przerywana
zakonczona otwartg strzatkg

* W diagramach przypadkow uzycia zaleznosc
jest stereotypowana w:

- Zaleznos¢ <<include>>
- Zaleznosc¢ <<extend>>



Zaleznosc <<include>>

« Zwigzek miedzy przypadkiem zawierajgcym i
zawieranym

* Przypadek zawierany jest wykonywany zawsze
gdy wykonywany jest przypadek zawierajgcy — |
tylko wtedy

» Jest przydatna gdy kilka przypadkow uzycia
zawiera te sama wspolng czesc

» Strzatka skierowana jest od przypadku
zawierajgcego do zawieranego



Zaleznosc <<include>>

Znajdz produkt

<<include>> .
Zaloguj do bazy
e
/
e

/
—  <<include>>
/
Dodaj produkt



Zaleznosc¢ <<extend>>

» Zaleznos¢ miedzy przypadkiem podstawowym |
przypadkiem ktory opcjonalnie moze
wprowadzi¢ dodatkowg funkcjonalnosc¢ do
przypadku podstawowego

» Jest przydatna gdy przypadek moze, w
pewnych warunkach, by¢ uzalezniony od
innych przypadkow

o Strzatka wskazuje od rozszerzenia do
przypadku podstawowego



Zaleznosc¢ <<extend>>

Znajdz produkt Zweryfikuj hasto
- /

~_ ~

. e
<<include>> . > <<extend>>
Zaloguj do bazy

e ~
.

/
~ IS

o
— <<include>> <<extend>>
N Potacz z siecia
Dodaj produkt



Punkty rozszerzenia

» Jest mozliwe okreslenie sytuacji (warunkow) w
ktorych musi nastgpiC dotgczenie przypadkow
rozszerzajgcych

* Sg one wyszczegolnione w rozszerzanym
przypadku, pod pozioma linig



Punkty rozszerzenia

Znajdz produkt Zweryfikuj hasto
~ -

L] \ /
<<include>> - <<extend>>

Zaloguj do bazy
Extension points
wymagane hasto
sieciowa baza

- AN

- AN
e
_ \ <<include>> <<extend>> (' Potgcz z siecig
Dodaj produkt




Uogodlnienie

* Uogolnienie jest taksonomiczng relacja
pomiedzy ogolnym i specjalizowanym
klasyfikatorem

» Specjalizowany klasyfikator dziedziczy
wszystkie cechy klasyfikatora ogolnego

» Jest obrazowana linig zakonczong zamknietg
strzatkg, wskazujgca w strone klasyfikatora
ogolnego



Uogodlnienie

Znajdz produkt Zweryfikuj hasto

~_ P
~_
~_ /

. /
<<include>> . <<extend>>

Zaloguj do bazy

\ N
™~

S
<<extend>>

/ .
— <<include>>

N Potacz z siecia

Dodaj produkt

Zaloguj do MySQL



LiczebnosSc¢

 Umozliwia okreslenie liczby elementow
biorgcych udziat w te] asocjacji, na kazdym jej
koncu

* Mozliwe przypadki:

-n (n > 0) doktadnie n

- n..” (n=0) n lub wiece;

- n..m (mM>n=z=20)odndom

- ¥ wiele (nieznana liczba)

-n,m,o0..p,q (gq>p...) listawartosci



LiczebnosSc¢

sledz
* o+

Lz ytkownik

lcytu]
[:I”* ©

kupujacy

1
oferu]
0.10
sprzedawca




Dokumentowanie przypadkow
uzycia
* Diagram przypadkow uzycia sam w sobie jest
bardzo ogolnikowy

* Aby precyzyjnie okresliC pozagdane zachowanie
systemu, kazdy przypadkek uzycia powinien
posiadac dodatkowa informaje, tzw. scenariusz

e Scenariusz jest sekwencjg akcji, okreslajgca
zachowanie

* Dla ztozonych przypadkow mozna zdefiniowac
gtowny oraz alternatywne scenariusze

* Scenariusz moze zostacCzapisany w jezyku
naturalnym, pseudo-kodzie, tabeli itp.



Przyktadowe diagramy

M ake

<< extend P e an express arder
Malke an order L el

Extension Points
determing priarity:

Check password

Trace the arder
execution



Przyktadowe diagramy

Connection

Operatar
netwark

User

<< gxtend ==

init

<< extend ==

Use dialer

pragram

Accept
waiting connection

Cellphane




Diagramy klas

» Zawiera informacje o statycznych zwigzkach
miedzy elementami (klasami)

* S3 Scisle powigzane z technikami
programowania zorientowanego obiektowo

* 53 jednymi z istotniejszych diagramow w UML



Symbol klasy

« Symbolem klasy jest prostokat, zwykle
podzielony poziomymi linilami na trzy sekcje:
- nazwy
- atrybutow
— operacji

* W razie potrzeby moze zostac uzupetniony
dodatkowymi sekcjami (np. wyjatkow)

Uzytkownik

-imie : Stnng
#eMail - String[1.."]
Hicznik  int=0

~/Zaloguj(hasto - Stnng) : boolean
+Create(nick : String = "user”, eMail . String = "user@null.com”) : boolean
+Pokaz() : String




Symbol klasy

* Przy ztozonych klasach wyswietlenie
wszystkich atrybutow | operacji moze zabrac
zbyt duzo miejsca

* Mozliwe rozwigzania to:

- Wyswietlenie tylko nazwy klasy, bez sekcji
atrybutow | operacji

- Wyswietlenie tylko nazwy klasy, z pustymi sekcjami
atrybutow i1 operacji

- Wyswietlenie tylko czesci atrybutow lub operacii,
zaznaczjgc kontynuacje poprzez wielokropek

- Ukrycie niektorych atrybutow lub operacii



Kontrola dostepu

 Mozna okreslic modyfikatory dostepu dla
sktadowych

* 53 one scisle powigzane z koncepcjami
programowania zorientowanego obiektowo

 Mozliwe rodzaje dostepu:

>+ publiczny

Uzytk ownik

_ -imie : string
g prywatny #eMail : String[1..%]

Hicznik ;int=0

- # chroniony

~/Zaloguj(hasto : String) : boolean
+Create(nick : stnng = "user”, eMail : String = "user@null.com”) : boolean

o pakletu +Pokaz() - String




Sktadniki statyczne

« Sktadniki mozna zadeklarowac jako statyczne —
dziatajgce na rzecz klasy, nie obiektu

 Koncepcja identyczna jak w jezykach
zorientowanych obiektowo

* Reprezentacjg graficzng jest podkreslenie

Uzytk ownik

-imie : Sting
#eMail ;. String[1..*]
-licznik . int =0

~Zaloguj(hasto : Sting) : boolean

+Create(nick : Stnng = "user’, eMail - String = "user@null com”) : boolean
+Pokaz() : String




Specyfikacja sktadnikow

» Atrybuty mogg miecC okreslone:

- Typ. Typ jest umieszczany po nazwie, oddzielony
dwukropkiem

- Liczebnosc
- Wartosc poczatkowa

* Operacje mogg miec okreslone:

- Typ zwracany. Typ jest umieszczany po nhazwie,
oddzielony dwukropkiem

- Argumenty. Kazdy argument moze byC okreslony
tak jak atrybut, z dodatkowym oznaczeniem

1 7

Kierunku przekazywania wartosci (domysinie “in”)



Specyfikacja sktadnikow




ZWIgzKi

* \Wszystkie 4 typy zwigzkow sg uzywane
o Gtownym typem jest asocjacja

* Moze mieC nastepujgce cechy (pogrubiono
nowe w stosunku do diagramow przypadkow
uzycia):

— Nazwa

- role

— kierunek nawigacji
- liczebnosc

- agregacja



Nazwa

 Mozna nazwac asocjacje aby doprecyzowac jej
Zznaczenie

e Nazwa moze zawierac kierunek

Uzytkownik whasciciel wtasnose Przedmiot

1 0.*
P wystawia na sprzedaz




Role

* |nny sposob doprecyzowania asocjacji

* Rola klasy jest okreslona przez tekst
umieszczony w poblizu tej klasy

 Mozna okresliC jednoczesnie nazwe i role

Uzytkownik whasciciel whasnose Przedmiot

" 0.*
P wystawia na sprzedaz




Kierunek nawigacii

 Domyslnie asocjacja jest dwukierunkowa
* Aby byifa jednokierunkowa, dodaje sie stratke

 Oznacza to ze komunikacja jest
jednokierunkowa (inaczej niz diagramy
przypadkow uzycia)

Uzytk ownik wlasciciel wlasnose Przedmiot

1 0.*

P wystawia na sprzedaz



LiczebnosSc¢

* Znaczenie identyczne jak w diagramach
przypadkow uzycia

Uzytk ownik wiasciciel wiasnose Przedmiot

1 0.*
P wystawia na sprzedaz




Agregacija

» Okresla zwigzek miedzy catoscig i czescig
e S3 dwa typy:

- catkowita (kompozycja, silna agregacja)

- czesciowa (agregacja, staba agregacja)

» Jest obrazowana przez romb umieszczony przy
symbolu okreslajgcym catosc

» Silna agregacja jest zobrazowana przez peten
romb, staba — przez pusty



Silna | staba agregacja
* W przypadku silnej agregacji czesci sktadowe nie
mog3q istniec jesli symbol okreslajgcy catosc jest
usuniety
* \W przypadku stabej agregacji jest to mozliwe.
Jeden obiekt moze bycC tez zawierany przez wiele
innych.



Silna | staba agregacja

SledzenieAukciji

Auk cja

Oferta

Przedmiot




Asocjacja wielokrotna

* Dwie klasy mogg byC w odmienny sposob
Zwigzane ze sobg w réznych kontekstach

* W efekcie moze byC wiecej niz jedna asocjacja
miedzy klasami

* W takim wypadku kazda powinna byC nazwana



Multiple associations

sprzedaje

Uzytkownik

kupLUje

Przedmiot




Zaleznosc

 Oznacza ze jedna klasa (klient) w jakis sposob
uzywa innej klasy (dostawca)

» Jest obrazowana linig przerywang zakonczong
strzatkg wskazujgcg na dostawce

ListaAuknji Sortowacz




Uogodlnienie

GenericUser

AN

Observer

JAN

Registered User

Buyer

Seller




Przyktadowe diagramy

cd: class diagram 1)

Figure

+toText ():String

1

Circle

- piidouble =3.1423
- radius double = 2

+middle

Point

0.1

+diameter () double
+ Circle {_radius . double );
+main (aras(] .String § void

+taText ():String

+x:double =0
-y:double =0

+toText ():String
+setPoint {_x:double , ydouble Y wvaid




Przyktadowe diagramy

Customer
LoyaltyProgram -name: String
-title: String
-isale:Boolean
+enmllic:Customer):Boolean | T PrOgrant 1 -date-fCJIEnth:F{LDate
+LoyaltyProgram:void -age.n
1 N +Customer_age:int,_isMale:Boolean,_name:String):
1.* 1
Membership owner | 1
1.% | partners
ProgramPartner B embership(p: Loy alty Program c:Customer): :
el e R e * | cards
nuMmberOfCustomers: Integer +Membership(c:Customer, card:CustormerCard):
, card CustomerCard
1.* | servicelLevel 1 merbership L1
+actuallevel g 4 ’ -validBoolean=new Boolean(false)
1 servicel evel -validFromRLDate=new RLDate(2001,1,1)
" . . Lo Account -goodThru: RLDate=new RLDate(2001 §,1)
deliveredSernvices -name:String valty _printedName:String
-points:l nteger colorVector
Service :
+eamii:integer)void . el e A
P CustomerCard(c:Customer):
-conditionBoolean L +hum(i:Inte ger):v oid ‘ :
-pointsEarned Integer +isEmpty(): Boolean
-pointsBurned:integer f | .-viesenvices ™[ Transactions Fea
-description: String 1
Transaction
ll \ transactions -pmrrt_s:lrrteger
' ~date:RLDate +transactions
1 +programi:LoyattyProgram

RLDate

-year:int=2000 N -
-monthint=1 Burning Earning

-day:int=1

+isBefore(tRLDate).Boolean
+igAfter(tRLDate): Boolean
+RLDatefy:int miint,d:int):




Diagramy czynnosci (activity)

* Opisujg dynamike systemu (klas- statyke)
* Prezentuja przeptyw danych | sterowania
 Mogg by¢ stosowane do modelowania:

- Procesow biznesowych
- Scenariuszy przypadkow uzycia
- Algorytmow



Elementy sktadowe

Czynnosc¢

Akcja

Przeptyw sterowania
Poczatek

Koniec

Zakonczenie przeptywu



Czynnosc

 Reprezentuje ztozony proces

 Moze zostac (na osobnym diagramie)
doprecyzowana, poprzez kolejny diagram
czynnosci, opisujacy jej “wnetrze” - powstaje
struktura hierarchiczna

 Dekompozycja moze przebiegac do poziomu
akcji — najmniejszej, niepodzielnej jednostki



Czynnosc | akcja

 Symbolem jest prostokat z zaokrgglonymi
rogami

» Czasesm czynnosci posiadajgce powigzane z
nimi poddiagramy posiadajg specjalny znacznik




Przeptyw sterowania

» Jest to zwigzek miedzy dwiema
czynnosciami/akcjami mowiacy, ze po
zakonczeniu jednej sterowanie bedzie
przekazane do drugiej

 Symbolem jest strzatka

N \ 2

Wyswietl ekran powitalny




Poczatek, koniec, zakonczenie
przeptywu

* Poczagtek okresla poczatek przeptywu
sterowania. Zwykle jeden na diagram.
Symbolem jest petne kotko

» Koniec oznacza zakonczenie wszystkich
przeptywow w diagramie. Moze bycC wiecej niz
jeden. Symbolem jest mate petne kotko
wewnatrz wiekszego pustego

« Zakonczenie przeptywu oznacza koniec
jednego przeptywu. Moze byC wiecej niz jedno.
Symbolem jest kotko z krzyzykiem (X)

o ©® X



Prosty diagram




Decyzja | ztgczenie
» Alternatywne sciezki przeptwu sterowania moga
zostaC opisane przy pomocy weztow decyzji |
ztgcznia

* Wezet decyzji ma jeden przeptyw wejSciowy |
wiele wyjsciowych. Tylko jedno wyjscie moze bycC
wybrane w danej chwili

* Wezet ztgczenia ma wiele wejsc | jedno wyjscie
» Symbolem obu weztéw jest romb



Decyzja

* WWybor wyjscia nastepuje na podstawie warunku

* \WWarunek jest umieszczany przy wyjsciu, w
nawiasach kwadratowych

» Wszystkie warunki muszg se wzajemnie
wykluczac

» Jeden z warunkdw moze zostacC zastgpiony
stowem kluczowym else



Ztgczenie

« Kazdy przeptyw pojawiajacy sie na wejsciu
zostanie natychmiast przekazany na wyjscie —
brak synchronizacji



Przyktadowy diagram

kran logowania




Przeptywy rownolegte

Przeptywy mogg by¢ wykonywane rownolegle
Umozliwiajg to wezty rozwidlenia i scalenia
Rozwidlenie ma jedno wejscie | wiele wyjs¢ —
przeptyw wchodzgcy jest rozdzielany

Scalenie ma wiele wejscC i jedno wyjscie.
Przeptyw zostanie przekazany do wyjscia tylko
jesli przeptywy dotarty do wszystkich wejsC —
nastepuje synchronizacja



Sample diagram

?

Rozpocznij weryfikacje zamdéwienia

+

Sprawdz dostepnosé Sprawdz dane klienta

2

[dostepne] [prawidiowe

%

Realizuj zamoéwienie

$

N




Przeptyw obiektow

» Jako uzupetnienie mozna zaznaczycC przeptyw
obiektow

 Moze bycC przydatny np. kiedy obiekt jest
tworzony | przekazywany dalej do
przetwarzania

* Obiekt musi byC potgczony z czynnoscig/akcjg
 Symbolem jest prostokat z nazwa
 Mozna tez uzyc tzw. przekaznikow danych



Przeptyw obiektow

.. . Kartoteka Klienta  Kartoteka klienta . .



Partycje

llient Sklep

* Elementy diagramu
moga bycC

pogrupowane w
partycje

fprawdz’ dostepnosc }

i
-

:




Obszar przerwania

Umozliwia wyznaczenie fragmentu diagramu
ktdorego wykonywanie moze zostac natychmiast
przerwane przy wystgpieniu zewnetrznego
zdarzenia. Zostaje wtedy wykonany przeptyw
przerwania

Wszystkie przeptywy w regionie sg przerywane,
Z wyjatkiem przeptywu przerwania

Przeptyw przerwania zawsze zaczyna sie W
obszarze przerwania, konczy poza

Uzyteczne sg symbole sygnatow



Sygnaty

* Moga stuzyC do opisu przetwarzania
asynchronicznego

* Mozna:
- Wystac sygnat
— Odebrac sygnat

Wl > > Odbierz




Obszar przerwania

!
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Przyktadowe diagramy

?
2=

Hire an archite

Make a plan

[not acce ptakle]

E‘erfarm cnnstructinr} E:'erform ﬁnishing]

End construdion : FinalAcceptanceP rotocol




Diagram sekwencji (sequence)

* Opisuje interakcje miedzy obiektami przy
pomocy sekwecji wiadomosci

* Dobrze nadaje sie do dokumentowania
przypadkow uzycia

« Diagram jest zorientowany w dwu wymiarach:

- Os pozioma zwigzan jest z kolejnymi obiektami
biorgcymi udziat w wymianie wiadomosci

- Os pionowa zwigzana jest z uptywem czasu



Gtowne elementy

 Obiekt
* Linia zycia
 \WWiadomosc¢



Obiekt

* Obiekty klas sg podstawowymi elemntami w
diagramie sekwencji

 Diagram moze rowniez zawierac instancje
innych klasyfikatorow: przypadkow uzycia,
aktorow, sygnatow itp.

* Obiekt jest przedstawiany jako prostokat z
nazwg (niekiedy podkreslong)

* W prostych diagramach wszystkie obiekty
umieszczone sg przy gornej krawedzi diagramu



Linia zycia
* Reprezentuje przedziat czasu w ktorym obiekt
Istnieje
» Jest zobrazowna przez przerywana pionowg
linie, zaczynajacg sie na obiekcie i idgcg w dot



Wiadomosci

* Wiadomosci reprezentujg przeptyw informaciji
miedzy obiektami. Wiadomosc jest poleceniem
dla obiektu aby wykonacC pewne operacje

* Najwazniejszym (I koniecznym) sktadnikiem
opisu wiadomosci jest sygnatura



Wiadomosc - sygnatura

* Moze sktadac sie z:
- Nazwy (obowigzkowa)
- Listy argumentow
- Wartosci zwracanej



Specyfikacja wykonania

* Obrazuje okres aktywanosci obiektu
(obliczenia, przekazywanie widomosci z/do)

» Jest przedstawiany jako prostokat umieszczony
na linii zycia, jego wysokosc okresla okres
aktywnosci

 Poczatek jest zwigzany z aktywacjg obiektu

(zwykle wiadomoscig przekazang od innego
obiektu)



Przyktadowy diagram

Userinterface CueryParser SearchEngine

1: parseQuery

!
|
|
|
D[: 2 findltems
2. reportltems I DU
|
|
|
|

= K

&




Rodzaje wiadomosci

e Synchroniczna
* Asynchroniczna
e Zwrotna

e Zgubiona

* Znaleziona



Wiadomosc¢ synchroniczna

Sterowanie jest przekazane do obiektu
wywotywanego

Przetwarzanie w obiekcie wywotujgcycm jest
wstrzymywane do momentu zakonczenia
wywotanej czynnosci

Jest obrazowane petng strzatkg

Jest odpowiednikiem wywotania funkcji



Wiadomosc¢ asynchroniczna

* Przetwarzanie w obiekcie wywotujgcym nie jest
przerwane

» Jest obrazowane otwartg strzatka

Userlnterface ComputationEngine

| 1. StatComputations

2. ReportProgress

2 ReportResults




Wiadomos¢ zwrotna

» Obrazuje oddanie sterowania do obiektu
wywotujgcego

» Jest opcjonalna

» Jest przedstawiona jako strzatka z linig
przerywang




Tworzenie | niszczenie obiektow

* Tworzenie | niszczenie sg powodowane przez
odpowiednie wiadomosci

* WWiadomosci te majg stereotypy, odpowiedni

b 1

“‘create” | “destroy”

* Na koncu wiadomosci “create” umieszcza sie
tworzony obiekt (co powoduje ze znajduje sie
on ponizej innych obiektow)

* Po otrzymaniu wiadomosci “destroy” linia zycia
obiektu konczy sie. Jest to dodatkowo
wyrdoznione umieszczeniem znaku X na koncu
linii.



Przyktadowe tworzenie | niszczenie

Userinterface QueryManaager
T ]
I I
1
I 1: find
> 2. process QueryFrocessor
____________ =
T
3. reportResults 1

4. destroy

o displayResuUlts




Fragmenty ztozone

» S3g to wybrane fragmenty diagramu sekwencji, do
ktorych odnosi sie odpowiedni operator interakcji

* 53 zobrazowane ramg otaczajgcg wybrany region.
Rama ma nagtowek w lewym gornym rogu
zawierajgcy operator interakcji

* Niektore operatory wymagajg wyodrebnienia
podfragmetow regionu. Sg one wyodrebniane linig
kropkowo-kreskowag



Wybrane operatory

o Alt

e Opt
* Loop
e Par



Operator alt - alternatywa

 Oznacza, ze tylko jeden z podobszarow
(operandow) obszaru objetego ramg moze bycC
wybrany

 Wybor ten zalezy od od warunkow
umieszczonych w podfragmentach

e Podobszar bez warunku jest wyborem
domysinym



Przyktad operatora alt

Userlinterface Freprocessor QlueryManager DataBase

1: find

— i —— —
[ ———

[

alt 2. processCiuery _
D 3. process QueryProcessor

4. getByPattern

5. reportResults

I

|
G: displayResults \_

|

|

7. destroy

—— e e e e e e e e e el o

q_
X

[string contains only numbers]

3: getDocumentByNumber

g
]

9: displayResults

__f_________
-



Operator opt — fragment opcjonalny

» Czesc diagramu zostanie wykonana tylko jesli
spetniony bedzie warunek

* Odpowiada operatorowi alt z pustym
domysinym operandem



Przyktad operatora opt

Userinterface ComputationEngine
i 1
| 1. StartComputations N
optj,l
[time > 10s]

2. ReportProgress

3. ReportResults




Operator loop - iteracja

 Umozliwia wielokrotne powtorzenie wybranego
fragmentu

 Liczba interacji moze zostac okreslona

Userinterface ComputationEngine ResultLoger

I
|

| 1: StartComputations I
Ilac:p)

2 storePartialResults DH

3 ReportResults

[time > 10s]

bl



Operator par — wykonanie
rownolegte

 Oznacza, ze podfragmenty fragmentu objetego
ramg sg wykonywane rownolegle

Userinterface ComputationEngine Disklnterface

| 1. StantComputations |

par
2. ReadData

[time > 10s]

el s s s s s e = = el = = == =

4: StoreResults

5 ReportResults
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